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Introduction

Le probleme de la répartition des nombres premiers remonte au XV III¢ siecle avec la conjecture de Gauss et de

Legendre qui dit que : 7(x) (%) ot (x) est le nombre de nombres premiers inférieurs a .

—+oo In(x)
Cette conjecture, démontrée indépendamment par Hadamard et de La Vallée Poussin en 1896, est appelée aujour-
d’hui le théoreme des nombres premiers

Avant d’en arriver & la démonstration de cette conjecture, Tchebychev a montré des résultats qui étaient en-
courageant pour cette derniere. Il a notamment montré que si % admet une limite quand x tend vers 400

alors cette limite vaut 1 et a exhibé deux constantes 0 < a < 1 < b, proches de 1 telles que pour x suffisamment

1
grand, on a : a < m(@) @) b e = 0,92120 et b = 1, 105548,
X

+oo
1
L’outil essentiel de la démonstration d’Hadamard est la fonction zéta de Riemann définie par : ((z) = —.
n
n=1
Riemann et I'idée de définir cette fonction en 1859 en se basant sur les travaux d’Euler, qui a montré en 1737 que :

+oo —1
1 1
Vk > 1, E —- = | I (1 — k) . Cette formule étendue aux complexes donne un lien explicite entre la fonction
n=1 n p

peEP
zéta et les nombres premiers.

Dans ses recherches pour démontrer la conjecture (x), Riemann avait besoin de localiser les zéros de la fonction de
zéta. Il en arrive donc a énoncer sa fameuse conjecture, qui n’est toujours pas prouvée aujourd’hui, et qui dit que :

"tous les zéros non triviaux de (! se trouvent sur la droite {z € C,R(z) = %}”.

Dans ce rapport, on va s’intéresser tout d’abord aux énoncés équivalents au théoreme des nombres premiers afin
de démontrer ce dernier : on va notamment montrer que le théoreme des nombres premiers équivaut au fait que la
fonction ¢ n’a pas de zéros sur la droite {z € C,R(z) = 1}.

On va ensuite établir une majoration standard de ’erreur associée au théoreme des nombres premiers.

Pour finir, on va s’intéresser a un énoncé équivalent a la conjecture de Riemann : on va montrer que cette hy-
pothese est équivalent & une majoration plus fine de 'erreur associée au théoréme des nombres premiers.

1. Les zéros non triviaux de ¢ sont les zéros qui se trouvent dans la bande {z € C,0 < (z) < 1}



Notations

On va tout d’abord introduire les notations qui seront souvent utilisées dans la suite.

* Pour z € C, on note R(z), sa partie imaginaire et $(z), sa partie imaginaire.

x Pour a € R, on note Q, = {2z € C,R(z) > a}.

*x Pour zp € C et r > 0, on note D(zp,r) le disque centré en zq et de rayon r.

* Pour zg € C et r > 0, on note C(zp,r) le cercle centré en z et de rayon r

* On note P, 'ensemble des nombres premiers.

* On note (py,)nen=, la suite strictement croissante des nombres premiers.

* Pour une fontion méromorphe f et z, un péle de f, on note Res(z, f), le résidu de f en z.

* Pour une fonction méromorphe f, on note Z; et Py, 'ensemble de ses zéros et de ses poles, respectivement,
comptés avec multiplicité.

* In désigne le logarithme népérien.

* Pour C' € R et deux fonctions f et g, on dit que f = O¢(g) s’il existe une constante K¢ qui dépend de C
tel que : |f| < K¢lgl.



I. Propriétés élémentaires de la fonction zéta de Riemann

Définition 1 (Fonction zéta de Riemann).

+oo
1
On définit la fonction zéta de Riemann sur 2, par : { : z — E —.
n
n=1

Remarque. La fonction ( est bien définie sur 2.

1
En effet, on a: Vn > 1,Vz € Oy, | —
n

1 1
= m et Z W converge pour z € Ql.
n

1- Holomorphie de la fonction zéta de Riemann

Proposition 2. ( est une fonction holomorphe sur €.

Démonstration. Par le théoreme de Weierstrass, il suffit de montrer que pour tout compact K de €1, on a conver-
gence uniforme de la série qui définie (.

Soit K, un compact de € : il existe € > 0 tel que pour tout z € K, R(z) > 1 +«.

1 1 1
On a alors : Vn > 1,Vz € K, ’I’LZ’ = %0 < e
1
Comme € > 0, <1+E) est le terme général d’une série convergente, positive et indépendante de z.
n neN*

1 .
Donc : E — converge normalement sur K donc converge uniformément sur K.
n

n

Proposition 3. { est prolongeable en une fonction holomorphe sur Qo\{1} et a un pdle simple en 1, de résidu 1.



N 1 Nt N 1
Démonstration. ¢ On va commencer par montrer que : VN > 2,Vz € Q, T; e z/l (t— \_tj)ﬂ?dt.
N 1 N-1 n+1 1
Ona:VNEQ,VzGth/ (t—[tj)ﬁdt: / (t—n)zﬁdt
1 n=19v"n
N-1

n+1 1 N-1 n+1 1
= z/ t—zdt—an/ t1+zdt
n n=1 m

n=1 v
N-1 .
= L_l(nl-z —(n+D"H) 4 n((n+1)"2 —n—z)}
n=1
2 N-1 N-1
- m(14\7H)+ (n+ 1) =n' =Y (n+1)72
n=1 n=1
z N 1
= (1-N'"%) 14 N7y —.
z—1 = n?

Noq 1 N1-* N 1
Dot : VN >2V2 €0, ) — = —— - — —z/ (t = [t]) szt
n=2 1

“+o0
1
¢ On va maintenant montrer que : Vz € Q1,((z) = : s z/ (t— LtJ)tl—ert.
z— 1 Z

1
< ———ett—

1 s
] S e TTRG) est intégrable sur [1, +oo[ pour z € Q.

* Ona:Vze,Vt>1,(t—[t]])

1
Donc : ¢t — (t — Ltj)tl? est intégrable sur [1, +oo[ pour z € Q.

* De plus, Vz € Q, [N 72| = NI=R) 0 car R(2) > 1.

N—+oo
= 1 1 oo 1
E t a la limit d N tend Vzey, Yy —= - t— [t])=——dt.
n passant a la limite quan end vers +00, on a : Vz 1 ;::an po z/l ( H)t1+z

Autrement dit : Vz € Q;,((2) = 1
> —

+o0 1
—z/1 (t = [t]) szt

o Il reste a vérifier que la fonction de droite est une fonction holomorphe sur Qo\{1} et a un pdle simple en 1,
de résidu 1.

On va utiliser le théoreme de dérivation sous le signe intégrale pour montrer que l'intégrale est une fonction
holomorphe sur Qg :

1
— z—(t— LtJ)tl? est holomorphe sur g pour ¢ > 1;

— Soit K, un compact de Qp : il existe ¢ > 0 tel que pour tout z € K, R(z) > e.

t— |t 1 1
Ona:Vt>1,Vz e K, % < e et t— prE est intégrable sur [1, +oo], positive et indépendante de z.



+oo
1
On en déduit donc que : z — / (t— M)ﬁdt est holomorphe sur €.
1

Comme z —

est une fonction holomorphe sur C\{1} qui a un pole simple en 1, de résidu 1, on en déduit le

- —
résultat sur la fonction (.

O

2- Lien entre la fonction zéta de Riemann et les nombres premiers

Proposition 4 (Proposition d’Euler généralisée).

On a:

1
Dn”®

+o00
VzthC@):II<1—

n=1

Démonstration. ¢ On va commencer par montrer que le produit infini est bien défini pour z € ;.

Pour cela, on a besoin de la détermination principale du logarithme que 1’on notera par la suite Log.

*Ona:Vn>1Vze

1 1 1 1
= < |
an’ PRz = nR() et Z TR(z) converge pour z € 04
n
1
Donc : Z — converge absolument pour z € (.

n n

n

1
x Par ailleurs, a partir d’un certain rang, Log (1 — Z) est bien défini pour z € Q car :
p

1 1
Vze,1— eER_& — €[l,+x[= >1et — 0.
Pn” Pn® Pn” Pn® n—+oo
o 1 1
De plus, il existe C' > 0 tel que pour tout z € 4, |Log |1 — — || < C|—|.
Pn Pn

1 1
Donc : E Log (1 — pz) converge absolument pour z € €2 et il en est de méme pour I | <1 — s Z)
n n n

n

1
* Par ailleurs : Vn > 1,Vz € O, |p,*| = PR3 > 1 dott : Vn > 1,Vz € O, — # 1L

n

+o0o —1
1 1
On a donc : H (1 — pz) #0 et H (1 — pz> est bien défini pour z € ;.

n=1

© On note pour j € N* etk6N,Aj7k:{nen\‘*,zlk1,...7kjEN,n:plkl...pjkj etki+...+kj =k}

+oo
A; = Ajn-
k=0



—+ 00
On remarque que pour j fixé, A, (| Ajpw =0sik#k dou: A; = |_| Aj i et (Aj)jen+ est une suite croissante.
k=0

“+oo
De plus, 1 € A et tout entier supérieur & 2 admet une décomposition en facteurs premiers, d’ott : N* = U Aj.
Jj=1

=1 1
On en déduit que : Vz € Qq, g — = lim —
n* j—4o0 n
n=1 neA;
+oo 1
= lim E E —
3 z
Jj—+oo =0 neAy . n

R 1
=dm > X Ry

k1
k=0 kq,....k; €N (P1

kid...t+ki=Fk
J +o0 1 ki
= lim <> (%)
Jmree kiz::o pif

1
(%) Ces sommes infinies sont bien définies car : Vz € Qq,Vj > 1,Vi € {1,...,j}, ‘Z <1.
bi




II. Théoréeme des nombres premiers

Théoréme 5 (Théoréme des nombres premiers).
On définit m:xz — |{p € P,p < z}| pour z > 1.

On a:
T

()

s—+o0 In(z)

Dans cette partie, on va s’intéresser particulierement aux propositions équivalentes au théoreme des nombres pre-
miers et cela permettra de démontrer le théoréme en lui-méme. Cette partie s’inspire du chapitre XII de [1].

1- Fonctions de Tchebychev

Définition 6 (Fonction de von Mangoldt).

In(p) il existe k € N* et p € P tel que n = p*

On définit la fonction de von Mangoldt sur N* par : A(n) = { .
0 sinon

Définition 7 (Fonctions de Tchebychev). On définit les trois fonctions de Tchebychev suivantes :

+oo
gZ):xHZln(p) et @:x»—)ZMpourzte et w:xHZA(n).

4
pEP n=1 p’fL
p<z

n<lx

Remarque. La fonction @ est bien définie pour z € ;.

In(pn) _ In(n)
= DR < TR car pour o > 1,z —

ln(pn)

n

In(z)

En effet : Vz € 4,Vn > 3, — est décroissante sur [ v, +ool.
x

In(n
Comme Z nﬂfg(zz converge pour z € {21, on a le résultat voulu.
n

Proposition 8. Il existe Cy > 0 tel que : Va > 2, ¢(x) < Cox.

Démonstration. ¢ On va commencer par montrer que : Vo > 1, ¢(2x) — ¢(x) < 2(In(2) 4 1)z.

2n
2 2
*Ona:Vnzl,QQ”(1+1)2"Z(iﬂ)2(n> =ik €N
FEA "

Or, tout nombre premier p qui appartient & |n, 2n], ot n > 1, divise (2n)! et ne divise pas n! donc divise k.



2n
o) déduit tV¥n > 1 > t donc : Vn > 1 < 927,
n en deduit que : Vn > ’(n) H p et donc:Vn > 1, H p <

pEP pEP
n<p<2n n<p<2n

Ainsi, on a : Vn > 1,¢0(2n) — ¢(n) < 2nin(2).

x Soit x > 1 :ilexiste n € Ntel que n <z <n-+ 1.

— Si2z € [2n,2n+ 1], on a : ¢(2z) = #(2n).
— Si2z e 2n+1,2n+ 2, on a: ¢(2x) < ¢(2n) + In(2n + 1) < ¢(2n) + In(22).

Dans les deux cas, on a : ¢(2z) < ¢(2n) + In(2x) et on a de plus : ¢(x) = ¢(n).

On a donc : ¢(2z) — ¢(z) < ¢(2n) + In(2x) — ¢(n) < 2nln(2) + 2z = 2(In(2) + 1)=.

x
o Soit & > 1 : il existe r € N tel que 2" < 2 < 2" et on a alors Ty gy € [1, +ool.

x
On peut alors appliquer ce qui précede aux i pour i € {1,...,7} et en sommant toutes les inégalités obte-
I T
x x x
nues, on a : E [¢ (F) — ¢ (?)} < E 2(In(2) + 1)5
i=0 i=0

1\7+1
1_1(2)1 < 4(In(2) + 1)z
2
Or: ¢ (23) =0 car 23 € [1,2[ donc : ¢(2z) < 4(In(2) + 1)z

Dot : ¢(22) — ¢ (23) <2(In(2) + 1)z

En posant Cy = 2(In(2) + 1) > 0, on a le résultat sur la fonction ¢.

+oo
¢(z)
pors) dx.

Proposition 9. Pour z € Oy, ®(z) = z/
1

Démonstration. ¢ On va commencer par montrer que l'intégrale est bien définie.

¢(x)

,CC1+Z

Co

O Vx> 1,Vz € Q,
na:Ve>1,Vz 1 < 5

par la proposition précédente et car ¢ =0 sur [1,2].

C
Comme z TO est intégrable sur [1,+oo[ pour z € Q, l'intégrale est bien définie.
x

(2)



+OO T apiia
*CommeqﬁzOsur[1,2[,0na:Vz€Ql,z/1 Z+1 Z/ z+1
Pj+1 z
fz(,bpj / xz+1d£8

-‘roo < 1 )
— p;* Pj+1z

M

Z B(pj) — d(pj+1) pg+1)

n(2) ln p]

j=2

2- Enoncés équivalents au théoreme des nombres premiers

Avant d’énoncer le théoreme sur les équivalents au théoreme des nombres premiers, on va d’abord énoncer un
lemme, qui sera utile dans la démonstration de ce théoréeme. La démonstration de ce lemme est donnée en annexe.
+oo
Lemme 10. Soit f € L*([0,+00]) et F : z H/ e f(t)dt
0

On suppose que F, qui est holomorphe sur g, posséde un prolongement holomorphe sur un voisinage V de Qq.

On a alors : / f(®)dt converge quand T tend vers +oo et F(0) = lim / (@)

T—+o00
Remarque. Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale justifie que F' est une fonction holomorphe sur ).
En effet, on a :

— 2+ et f(t) est holomorphe sur Qg pour ¢t > 0;
— Soit K, un compact de Qp : il existe € > 0 tel que pour tout z € K, R(z) > ¢

Ona:Vze K,Vt>0,le ™ f(t)] < ||fll. e "

Comme t — |[|f]|, e est intégrable sur [0,4oc[, positive et indépendante de z, on en déduit que F est bien
une fonction holomorphe sur .

10



Théoréme 11 (Enoncés équivalents au théoréme des nombres premiers).

Les énoncés suivants sont équivalents :

T

1. 7(x ;

e o0 In(z)
2 6(x) ~

Tr——+0o0

g ba) ~ a;

T—r+0o0

4. ¢ ne s’annule pas sur la droite {z € C,R(z) = 1}.

Démonstration. Pour montrer ces équivalences, on va procéder de la sorte : (4) = (2) = (1) = (3) = (4).

o On suppose (4) et on veut montrer (2).

¢'(2)
¢(2)

+ h(z).

* On va commencer par montrer qu’il existe une fonction holomorphe h sur 2 1 telle que : Vz € Qq, P(2) = —

1\!
.Onposepourneh\l,fn:z»—)(l— Z) pour z € ;.

Pn
N
Par la proposition 4, on sait que : Vz € 1,((z) = 1\/1_1>I_r|r10o 1:[ fn(2).
N
Par le théoréme de Weierstrass, on a : Vz € 1,('(z) = lim 1 (2) H fn(2)
NSF

On en déduit que : Vz € Q sz i ’/ﬂ “ i _ In(py,) _ = In(pz)
q . 17CZ N—)+OO Z N—)+OO pk:z_l k:1pkz_1
On pose alors h : z — ®(z) + ) = f n(pr) (P~ — 1> — In(pe)pi” =— f _ In(p) sur
((z) = Pe*(Pe* = 1) = it (pr® — 1)

. Il reste & montrer que h est holomorphe sur 21 : par le théoreme de Weierstrass, il suffit de montrer que la
série converge uniformément sur tout compact de

Soit K, un compact de 2 : il existe £ > 0 tel que pour tout z € K, R(z)> 1 +e¢
Ona:¥s € K¥k > LIp (i — 1)] > pi 9 (o ") — 1) > B (17 — 1),

1
Ainsi, on a pour k assez grand et pour z € K, |pr®(pr® — 1)| > ikm(z) et il existe C' > 0 tel que In (pr) < Cp®.

D’ou:Vz € K,Vk > 1,

ln(pk) C C
< < .
PR ( _ 1) - k2§R(z)—s - kl+te

Comme € > 0, <kl+a> est le terme général d’une série convergente, positive et indépendante de z.
keN*
Donc la série qui définit h converge normalement sur K, donc converge uniformément sur K : h est donc ho-

lomorphe sur 2 1etona le résultat.

11



% On va ensuite montrer que z — ®(z) —

!
1
Comme (¢ ne s’annule pas sur la droite {z € C,R(z) = 1} et admet un pole simple en 1, z +— CC((Z)) .
z z—
est holomorphe sur un voisinage de ; privé d'un disque D(1,¢) ot &€ > 0.
En effet, on considere n € N tel que € < n.
Sur le compact K, = {z € C,R(z) =1 et ¢ < J(z) < n}, il existe n tel que pour tout z € K, |((2)] > .
On peut alors prolonger ¢ en une fonction holomorphe qui ne s’annule pas sur un voisinage V. de K..
On peut faire de méme avec les compacts de la forme K_. = {z € C,R(2) = 1l et —n < F(z) < —¢} et
K ={2€C,R(z)=1et k <I(z) <k-+1} pour k € Z tel que |k| > n.
!/
En faisant I'union des voisinages ainsi obtenus, on a bien un prolongement de Z sur un voisinage de 2.
" o . 1
De plus, par la proposition 3, il existe v, une fonction holomorphe sur Q tel que : Vz € Q1,((z) = P + v(z2).
- —
! 1 _ _ — 1)
Y o) B B[ E gV 4 )
C(z) =z—-1 1+ov(z)(z—1)
Comme le membre de droite se prolonge en une fonction holomorphe dans D(1,¢), on a le résultat.
. Tp(x) —a
* On va maintenant montrer que / ——5—dx converge quand 7' tend vers +o0.
1 X
- , p(e') — e L X
On considére la fonction f : ¢~ ———— et on veut montrer que f vérifie les hypotheses du lemme 10.
e
. On remarque tout d’abord que f € L ([0, +00[) grace a la proposition 8.
. On pose ensuite F': z — f0+°° et f(t)dt : F est donc holomorphe sur g par la remarque précédente.
On veut montrer que F' se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de Q.
oo — P(z+1) 1
On a:Vz € Qo, F(2) =, /1 ¢(;C2)+z L dr = iz++1 ) - par la proposition 9.
1 — P 1 -1
Or, par ce qui précede, w : z — ®(z 4+ 1) — — est holomorphe sur un voisinage de Qg et : Vz € Q, % - — = %
z z z

Comme le membre de droite est holomorphe sur un voisinage de g, F 1’est aussi.

—et

—+oo
On peut donc appliquer le lemme 10 a la fonction f, ce qui donne le résultat car : / flydt = /
0 z 1

12

T (x) —w

T

1 se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de ;.

dx.



* Soit e > 0,onnote A, ={z>1,¢(x) > (1+e)z}et A_ ={z>1,¢(z) < (1—¢e)z}.

Pour montrer (2), il suffit de montrer que A4 et A_ sont bornés.

En effet, dans ce cas, il existe g > 1 tel que : Va > zg,1 —e < ¢( ) < 1+ ¢ autrement dit : Vo > xg,
T

x
Ceci étant valable pour tout € > 0, on a : lim M
r——+oco I

o(x)

=1.

. On suppose par ’absurde que A, n’est pas borné.
11 existe alors (2, )nen € AL™ tel que z, = +oo et ¢(x,) > (1+&)ay,
n—-+0oo

Comme ¢ est croissante, on a : Vn > 0,Vt > x,, ¢(t) > ().

(14e)xy, £ — ¢+ (14e)xy, 1 ¢ 14¢ 1 .
Onadonc:/ $(*) dtz/ Atz =t - / S Ty — e —In(1+€) > 0.
x x Y=z

. 2 . 2 y

t
d) dt — 0.

n—-+o0o

(14e)zn ¢(t) o
2

De plus, comme / dt converge quand 7" tend vers 400, on a : /
xr

On aboutit alors a une contradiction : A} est donc borné.

. En raisonnant de méme, on montre que A_ est borné.

© On suppose (2) et on veut montrer (1).

* Ona:Ve>1¢(z) <In(z)r(z).

*Deplus:V0 <e < 1,Ve>1,¢(x) > Z In(p) > (1 —e)In(z) | n(z) — Z 1| >0 -¢)ln(x)(r(x) —

peP pEP
1+E<p<z p<:El+E

1 1

Onaalors: V0 <e<1,Vz>1, $(@) < n(z)r(z) < ¢(x) + n(x)
x x (1—-e)x xf
1 — 1 1
Par passage a la limite, on aalors : VO <e <1, 1 < lim (@)r(z) < lim n(@)m(z) < .
z—+00 x T—+00 x 1—e€
In(x)7(z)

Ceci étant valable pour tout 0 < € < 1, on en déduit que : lim =1 ce qui donne bien (1).

T—+00 €T

o On suppose (1) et on veut montrer (3).

* On a:Ve>1,¢(z Zln Wk eN,p* <z} = Zln L IJ Zln

pEP peP p pEP
p<z p<z p<z

13

—1’§5.



* De plus : Vo > 1,¢(x Z In(x ) (z).

pEP
p<z
T In(z)m(x In(x
Par ce qui précede, on a pour 0 <e <1 et pour z > 1,0n a: M2(1—5) (z)m( )— (5) .
x x x
o . IR el CO N
Par passage a la limite, on a alors : VO <e <1, 1 —e < lim § lim <1
z—4oo T —+oo T
T
Ceci étant valable pour tout 0 < & < 1, on en déduit que : lim M =1 ce qui donne bien (3).

T—+00 I

o On suppose (3) et on veut montrer (4).

S Am ()
* On va commencer par montrer que : Vz € €1, Z =—

n* ¢(2)

n=1

Aln)

nZ

In(n) In(n)
< RC) et pour z € {1y, Z —R() converge.

. La série est bien définie car : Vn > 1,Vz € Qq,

Ona:Vze I n) _ Ji:.oln(p )+ZOC 1 _ 4_200 In(py,) _ 7(/(2) par ce qui précede
7”:1 n=1 k=1 (pnz)k n=1 pnz -1 C(Z)

W) o1 f“n)

“+o0
* On va ensuite montrer que : Vo > 1,Vt # 0,/1 pes e, T = P it

P(x)

xo’+it+1

1
CIC) — et x — — est intégrable sur
./L.U

. L’intégrale est bien définie car : Vo > 1,Vt # 0, = ~
2ot zto0 7

[1, 400 pour o > 1.

+oo d) n+1 1
.Ona:Va>1,Vt7éO,/ 0’+1+’Lt Z¢ / 7xo+l+itdx
1
3 ~ G
N JJrzt n"“t (n+ 1)o+it
1 Y(n (n—1)
o+t Z n"‘*‘”

1 *i A(n)
o+t notit’

* On suppose par 'absurde qu’il existe t # 0 tel que : {(1 +it) = 0.

/ ! it -1 1
. —% a donc un pole simple en 1+it de résidu au plus -1 d’ott : —R <W> < +o0 ( )

¢ Clo+it) ) 51+ 0—1 oc—1
“+o0
. A(n) -1 1
Aut t dit : - < (A
e (S 800) < o(CL)

14



. Par hypothese, il existe i tel que : n(x) — 0et Va > 1,¢(x) = x + an(z).

r——+00

Soit e > 0 et A > 1 tel que: Vo > A, |n(z)| <

€
V12

+00 >
.Ona:VJ>1,(071)Z An) _(01)(0+it)/+ o)
1

no+it potitit

n=1
N ! T p(x)
= (0 —=1)(o +1t) [/1 potit dz + /1 potit dm]

(o —=1)(o +1it) . O p(x)
_W—i—(a—l)(a—i—zt)/l xa+itd$'

[ md]

A +o00
1 € 1
< (o —1)Vo2+1t2 / —dzx + —dx| (x
(0 =1V Il [ e = [ ]()

s 1 e Jo2+1t2
< 0’2+t2|‘n||oc (1_ Aol) + Aco-1 1+ ¢2 :

Or : Vo > 1, (al)(a+it)/+oo n(z) da| < (0 — 1)Vo? + 2

(%) 1]l o & bien un sens car n(x) el 0.

- SR
On en déduit donc que : lim [(o —1) —| <e
o1+ / notit
n—
. . SR
Ceci étant valable pour tout € > 0, on a: lim (o —1) — = 0.
o1+ f notit
n—

On obtient donc une contradiction avec (A) : on en déduit ainsi (4).

3- Démonstration du theoreme des nombres premiers

Grace aux énoncés équivalents au théoreme des nombres premiers, on peut maintenant démontrer le theoréme
en lui-méme.

Démonstration. On va montrer que ¢ n’a pas de zéro sur la droite {z € C,R(z) = 1}.
On remarque tout d’abord grace & la proposition 3 que : Vz € Qq, ((z) = ((Z).

Ainsi si zg est un zéro de ¢ de multiplicité & alors Zg est aussi un zéro de ¢ de multiplicité k.

15



On note m, la multiplicité du zéro de ¢ aux points 1 + ib et n, celle du zéro de ¢ aux points 1 4 2ib ou b # 0.

¢(x) _ N~ () In(p,)
On a vu que : Vz € Q1,P(2) + = — ————— et 2+ — ————~ est holomorphe sur Q1.
L@+ =T X ) 2 ol — 1) z
De plus ¢ a un pole simple 1, de résidu 1.
Dou: lim e®(1+¢)=1 et lim e®(1 +e+ib) = —m et lim e®(1 + € + 2ib) = —n.
e—0+ e—0t e—0+

On définit pour tout s > 1, Ay = ®(s + 2ib) + D(s — 2ib) + 4P (s + ib) + 4P (s — ib) + 6P(s)

+oo

In . , , ,

Ona:Vs>1 A, = Z ’ S(f;)b (1+ 4pi™ + 6pp2® + 4p;. 30 4 i)
k=1

+
3

n(py)
pks+2ib

(14 pi™)*

Ainsi, on a : Vs > 1, ®(s + 2ib) + ®(s — 2ib) + 4P(s + ib) + 4P(s — ib) + 6P(s) > 0.

En appliquant l'inégalité précédente a 1 + € pour € > 0, en la multipliant par € et en faisant tendre ¢ vers 0,
on a alors : —2n — 8m + 6 > 0 autrement dit 8m < 6 — 2n < 6 autrement dit m = 0.

On en déduit ainsi le théoréeme des nombres premiers.

16



I1I. Majoration standard de I’erreur dans le théoreme des
nombres premiers

Apres avoir établi le théoréme des nombres premiers, on cherche & connaitre plus précisément le terme d’erreur. On
a vu dans les énoncés équivalents au théoreme des nombres premiers que connaitre la fonction 7 revient a connaitre
la fonction 1 en terme d’équivalent. En fait, avoir une majoration du terme d’erreur pour % revient aussi a avoir
une majoration du terme d’erreur pour 7.

En effet, dans cette partie, on va montrer qu’on a une majoration de ¥ de la forme :

Ve > 3, () — 2| < Cre V@ ot g > 0et C >0

1
On définit J : = — Z —7 (x%) pour x > 2.
n

n>1

J—

n(x
Cette somme est bien définie car elle est en fait fini puisque : 7 = 0 sur [1,2] et 27 > 2 < n < ] E2§
n

Ona:Vz>2 Jx Z Zl_zz Zzln lnT:L

n>1 pGP n>1 peP n>1 peP n<z

p<‘L 1 p"<z p" <z

x
Par la formule sommatoire d’Abel, on a : V& > 2, J(x) = V() —|—/ &dt.
2 t(In"(t))

On définit le logarithme intégral sur [2, +oo[ par Li : x — / d

Plx)—z [T ) -
In(x * o tin®(t)

x 1
Ona:Ve>2 J(x)= —|—/ dt +
0 intégrati t] Vo> 2, — +/x L /x Loty Li(z) +
I, par 1mtegration par parties, on a : vor =2 4, — —— — = — — = L1\X —_— .
P & bat b m(z) " Jy () , " T n(@) n(2)

Ainsi : Vo > 2, J(z) = Li(z) + th) + w(lflzx_) r + i fﬁ??(_t)

2 T T efa\/ln(w)
D : > — Li < = b —ay/In(z) / t — —ay/In(2) )
onc : Vx > 3, |J(x) i(z)| < () + Cln(m)e +C , 20 dt =0 (xe )

De plus : Va > 3,0 < J(x) — w(x) = Z lw (gﬁ) - Z lﬂ (sc%) < gln(x) -0 (xe*a\/@).

Donc : Vz > 3, |(z) — Li(z)| < |x(x) - J(2)| +|J (z) — Li(x)| < O (xe—a\/m),

17



D’ou : Vz > 3, w(z) = Li(z) + O (xefa ln(z)>.

Ceci justifie pourquoi dans cette partie on va plutot s’intéresser a la majoration de la fonction . Pour établir
cette majoration, inspirée des notes [2] et [3], on va d’abord commencer par établir des résultats plus généraux
qu’on appliquera ensuite a la fonction de von Mangoldt.

1- Formule de Perron et majoration de ’erreur

Avant d’énoncer la formule de Perron, on va établir le lemme suivant.

Lemme 12.

o+iT s
Soit o > 1, on définit sur Ry : ¢p : x — —/ —ds pour T >0
s

2im o—iT
1 six>1
1
p:x—=< = six=1
2
0 stx<1
On a:¥e € Re,br(z) — 6la) etV T>0.]or(x) — o(x)| < —— o’ a1
n a :Vr T x) e ) — oz st T
EERE R R e ~ max({1,T|1In(z)|})
Cl
< stx =1
- T
ou C et C’ sont des constantes strictement positives.
Démonstration. ¢ On commence par considérer le cas z > 1 : on fixe T > 0.
o-RiiT R ; . - o ® :
' O +eT On va appliquer le théoréeme des résidus a z — —, qui est une fonction
z
* / A méromorphe sur C ayant un unique poéle simple en 0 de résidu 1, et
o au contour Ry suivant pour k positif suffisamment grand pour que ce
contour contienne 0.
o-RB-itT ’ S

z o—iT z o+iT 2 o—k+iT _» o—k—1iT 2
On a alors : 2im = / T :/ x—dz—|—/ Tz +/ idz_|_/ T ds

R, * —k—iT —iT ? +iT z —k+iT

On cherche maintenant a majorer les intégrales sur les trois autres cotés du rectangle Ry.

18



/U_WT Y| < Z /k Lare -2 (1-1)< & > 1
. —dz| <= | = — 1= = ———— car ¥ > 1.
otiT z - T Jy o ~ Tln(x) zk ) = Tln(z)

o—iT z
T

. / —dz| <
o—k—iT *

o—k k o—k o
z / 2ldt < :z: (a:k -1 < v car x > 1.
T Jo x

T In(x) T In(x)
o—k—iT _ .z o—k—it o—k
. / x—dz < 2T sup xi < 2Tx .
o—k+iT % tel-T,7) |0 — Kk —1it k—o

1 o—k+iT 7 o—1T 77
Ainsi, on en déduit que : |pr(x) — 1] < — / dz| + / Zodx| +
2m o+iT z o—k—iT #

1 270 o—k
( T or? )

o—k—iT _»
x

/ —dz
o—k+iT ?

)

T ln(z) k—o
En faisant tendre k vers 400, on obtient alors : |¢r(z) — 1] < S
Trln(x)
Ceci étant valable pour tout 7' > 0, on en déduit que : ¢r(x) o7 1.
—+o0

* On veut maintenant un autre moyen de majorer |¢r(x) — 1| pour tout T > 0.

o+iT o+iT 2 o o+1iT
— 1
Ona:/ —dz-/ udz—l—a:"/ ~dz.
o—iT * o—1T z o—iT <
o+iT T .
1
. Or ;/ Zdz —/ ' at
o—iT % —r o+t
T .
— T
— / o i,
7TU +t2
. T T
1 1 2t
:1/ ﬁd?ﬁﬁ**/ — 5 dt
R R

. T
= 2¢arctan | —
o

2t
car t — ——— est intégrable sur [—T,T] et est impaire.
PR g [ ] P

xzo [T iad T
Donc:1— — —dz=1— —arctan | — ).
T o

2im Jo_ir 2
o’+zT
/ dz < 27| In(z |/
o—iT
o O'+’iT

1 oHT g2 x
8m Jo_ir 2 2w Jo_ir 2

. Par ailleurs :

dt < 2Tx%|1n(x)] ‘/ iutIn(z) gy,

< o
itz 2Tz | In(x)].

o+iT 17— o
+ dz
o—iT z
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Donc : |¢r(z) — 1] < gmin <{7T + T In(x)|, T|1r11(x)|}) < xﬂimin <{a, M}>

1
ouna="7+u=— etuy>0.
Uo

De plus ug est solution de u +umr —1 =0 et ug > 0.
—m V72 +4

Le discriminant de cette équation est A = 72 +4 > 0 et les solutions sont donc : uy = >

1 T+ VT2 44
= —u zig

+1<9
™ —.
Uy Uy 2 -2

T

S c . 9 1 927 . 1 B 9x°
Ainsi: Vo > 1,VT > 0, |¢pr(z) — 1] < — min <{2, W}) < . min ({17 TTin(@)] }) = Srmax (L@

9
En posant C' = o on a le résultat.
s

¢ On considere maintenant le cas £ < 1 : on fixe T' > 0.

'
T+ R.& ()—+Q+LT

Comme dans le cas précédent, on va appliquer le théoreme des résidus
z

. x ;. . .
a z — — et au contour Rj, suivant pour k£ > 0, qui ne contient pas 0.
z

o-iT (J_Tki‘LT

:L.O'

Par un raisonnement similaire a ce qui précede, on obtient : |¢r(z)| < ———.
7T | 1In(x)]

Ceci étant valable pour tout 7' > 0, on en déduit que : ¢ — 0.
T—+o00

* On veut maintenant un autre moyen de majorer |¢r(z)| pour tout 7' > 0.

o o+iT o+iT _ 2 o
1 1 —
z—/ —dz —/ T g
28T Jo_iT % 2im )y _ir z
7 T T .
—arctan | — | + —z7| In(z)]
™ o ™

t/L‘O'

— (m 4+ T|1n(x)|).

De méme que précédemment, on a : |pr(x)| < +

IN

IN

o

T 1
insi : Vo < ,V >0, |¢T(I)| s min <{7T + | H(I)|a Tl ln(a?)| }) = 27rmax(

9x?

{1, T In(x)|})’
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9
En posant C' = o on a le résultat.
s

¢ On considere pour finir le cas x = 1 : on fixe T > 0.

* Par ce qui précede, on a : — —dz = —arctan [ — .
2im Jyo_ir % m o

1
Ceci étant valable pour tout T > 0, on en déduit que : ¢r(1) — =.
T—+oo 2

1 1 [ T 1 [T 1 1 [T°1 o
1)—=|==|= — arct ) == — dt< = —dt = —.
¢r(l) 2’ 7T|:2 arcan(g)] 77/1 1+¢2 _77/1 12 Tr

o

* De plus : VT > 0,

o
En posant C/ = —, on a le résultat.
T

O

On peut donc maintenant énoncer puis démontrer la formule de Perron, ainsi que s’intéresser a la majoration de
lerreur dans cette derniere.

Proposition 13 (Formule de Perron).

n——+0oo

—+oo
Soit f : N — C tel qgue f(n) = O (n"(l)) et Dy :z+— Z % définie sur ;.
n=1

Pour tout x € RL\N* et 0 > 1, on a :

1 o+iT z

— i Di(2) - d-.
gf(”) Simril | Dilz)—dz

Démonstration. ¢ La série définissant Dy est bien définie.

1
En effet, par hypothese : Ve > 0,Vz = o + it € Qq, G = O, <>
n® n—+oo ne—¢
On choisit ¢ suffisamment petit tel que pour z =0 +it € Oy, 0 —e > 1.

1

nO'—E

Dans ce cas ( ) est le terme général d’une série convergente et la série est bien définie.
neN*

o Soit o > 1 et x € RE\N* : on fixe T' > 0.

Ona:— D¢(z)—dz =

1 o+iT xz 1 /U+1T +oo f(n) xz
27 o i z  2ur

; zZ nF
o—iT 1
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T
z| < —|f(n)| sup
te[-T,T]

o+iT z
Or 1/+ f(n)x—d

y z
2im Jo_ir 2 M

| T lfm)
notit(o +it)| ~ '

3

i)

T (. ) "
De plus : | —a7— est le terme général d’une série absolument convergente.
o n
neN*

o+iT z +oo o+iT z
1 1
On peut alors inverser somme et intégrale et on a donc : — Dy (z)x—dz = — Z f(n)/ i
2w Jy_ir z 2im e~ o—iT Z T
a+zT +o00 x
Ainsi : |— dz—Zf Z |‘¢T( ) ¢(7>‘ car x ¢ N*
—iT 1 n
—+oo
[f(n)|Cz” p
< - par le lemme précédent.
2 (1 T
Loy o Ca” R ()]
En particuler, on a : —/ —dz — Z f(n Z T
27/71' o—iT n<w 1 ne |hl (E)’
1
Par ailleurs, on a par hypothese : Ve > 0, ﬂ = O, ——).
n?In (£) n—too no=<In(n)

En choisissant ¢ suffisamment petit tel que 0 — e > 1, (061()> est le terme général d’une série conver-
n n nEN*

gente.

Ainsi, Z

1 m est abolument convergente et en faisant tendre T vers +o0o on obtient alors le résultat.
no n z
’I’L

Proposition 14 (Majoration de lerreur dans la formule de Perron).

n——+oo

“+oo
Soit f:N—C tel que f(n) = O(ln(n)) et Dy : z+— Z % définie sur €.
On a alors pour T >2 etx > T :

I ity +iT z* xIn? (T)
D — — ).
S im=gi [ a0 (1)

1 .
n<x 1+ln(:z) —iT
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Démonstration. On fixe T'> 2 et £ > T et on considere o > 1.

Par hypothese, il existe M > 0 tel que : Vn > 1, |f(n)| < M In(n).

De plus, comme In(n) = 0] (no(l))7 on remarque que f vérifie les hypotheses de la proposition précédente.
n——+o0o
+oo -
T
On pose R(z,T) = E |f(n)]

n% max {1 T|1n )’})

n=1

o+iT z
x
On a vu dans la démonstration de la proposition précédente que : | — / Dy(z)—dz — E f(n)| < CR(x,T).
T Jy z

Pour montrer le résultat attendu, il suffit de montrer que R(z,T) = O (%IIP (xT))

| e ()l
Ona: R(z,T) < 7122:1 T nz>:1 n? max ({1,T [In (£)|})

in()[>1 [in(5)|<1

<ﬁ§ |f(n)]z” _
ST n? max ({1, T In (£)[})

n=1 Z<n<we

xr
On veut montrer que les deux sommes sont en O (T lnz(xT)>.

f(n)|x”
© On pose S(z,T) = Z namaXé{(l,%ln(w”})'

Z<n<ze

. M In(n)x® 1
Ona: S, T)< Z n"max({l,T|ln( )|})<M1nem‘) e;xemax({l,Tﬂn(fbﬂ}).

Z<n<ze

. . . T _ 1 1 1
On va couper cette somme sur les trois parties suivantes : |—,xze” T [; |ze” T, zeT| et
e

1 1 re 1
% On a: Z Tmax({l,T‘ln(%)’})Sl+ Z Tln(f'?)<1+/a£ ﬁ(%)du.

1
Z<n<ze

L T .
T f<n<zwe T -1
D'ot 3 1 1+/1ze”d <1+/1 L <1+Jcln(T)
ou : —_— = v —Qav .
L TIn (%) v:ln(%) L Tv - 1 Tv - T

e<n<ze T

x En faisant de méme une comparaison série intégrale, on en déduit que :

1 xeln(T)
L Farm@p ST

1
rzeT <n<xe

! 1 1 Cr |
: Z Tmax({l T‘]n( )‘}) Z I=1+z(eT —e¢ T)§1+?OuCestuneconstan‘ce.

1 1 1
— A A1
ze T <n<r€T rze T <n<zxeT
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. xIn(T) exln(T) Cux C'xIn*(2T)
: < g ) e
Ainsi : S(z,T) < M In(ex)e (3 + T + 7 + e 0

“+o0 “+o00o 400 oo too

1 In(2 1 1 1
o De plus : E |f(n)] < n(n) = In(2) + E In(n) <1 +/ n(u) du <1 +/ n(u) du.
= Y 2¢ s 2 u? 1 u?

+oo “+o0
. |f(n)] / C(o—1 1
D’ou : = 1 =gy =1 4 —— .
ou ngl n%  wv=In(u) + 0 ve v * (0' — 1)2

1
En prenant 0 =14+ ——, on a alors :

In(z)

In?(zT
R(z,T) < %M(l +In2(2)) + 2 DT@ )

x1n? (zT)

<K ou K est une constante.

2- Application a la fonction de von Mangoldt

ou C' est une constante car z > T.

On remarque qu’on peut appliquer le paragraphe précédent a la fonction A qui vérifie bien les hypotheéses des

¢

propositions précédentes. De plus, on a vu dans la partie IT que Dy = —=.

¢

1 . o ((2) 2
On a alors pour tout z € RY\N* et 0 > 1, ¥(x) = TThI—E 0 —dz
AT T—+o00 Jo_ip z) z

2w + ks —iT ¢(2) = T

1 1+ﬁ+iT ’ z 1 T 2
De plus, pour T > 2 et > T, on a: ¢(x) = / fC(Z)x—derO M .
1

a) Formule explicite de la fonction de von Mangoldt tronquée

On va commencer par énoncer des propositions plus générales qui seront utiles pour montrer la formule expli-
cite de la fonction de von Mangoldt tronquée, résultat central pour trouver la majoration standard de la fonction

1. Les démonstrations des deux théoréemes suivants seront faites en annexe.
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Théoréme 15 (Formule de Jensen).

Soit f, une fonction méromorphe sur un disque D(zo,7) ot 29 n’est ni un zéro, ni un pole de f et r > 0.

On a alors :

1 _ _
1n\f(z0)|:/0ln|f(z0+r62”t)|dt—|— Z ln(|p7ﬂz0|)— Z ln('frzd).

pPEZy §EPy
[p—z0|<r |§—zo|<r
Théoréme 16.

Soit f, une fonction holomorphe sur un disque D(z,r) ot zo n’est pas un zéro de f et r > 0.

On suppose de plus que : x f n’est pas identiquement nulle sur D, ;
*3IM > 1,z € C(z0,7), | f(2)] < M| f(20)]-

On fize des constantes c1 et co telles que : 0 < co < 1 < 1.

On a alors pour tout z € {w € C, |lw — zo| < car} tel que z ne soit pas un zéro de f :

f'(z) 1 <1n(M))
- N OCl () .
1) p;zf cmp e\ Ty
|p—z0|<car

Remarque. La constante M du théoreme est nécessairement plus grande que 1 par le principe du maximum.
En effet, par hypothese, on a : Vz € C(z0,7),|f(2)] < M|f(20)|-

Le principe du maximum dit que cette relation reste vraie sur le disque D(zg,r) et donc en particulier en zy.

On va ensuite montrer un résultat qui sera tres utile dans la suite.

Proposition 17. Soit € > 0. Pour tout z € C tel que R(z) > e et |z — 1] > ¢, on a : In|{(z)] < O (In(2 + |z])).

+o0
1
Démonstration. D’apres la proposition 3, on a : Vz € Qo\{1},Vz > 1,{(2) = il - z/ (t— Ltj)ﬁdt.
1

1

1 oo
Do+ ¥ € QM 1L ¢ - 2| = |-z [ - L) s

+oo 1
§|z|/1 (1t) =t 1)yt

2|

=Ry
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—_

Donc : Vz € \{1},R(z) > eet |z — 1| > e = [((2)] < E(Z—I— |z]).

Ainsi : Vz € Q\{1},R(z) > ecet |z—1] > e=1In|{(z)] <In <i) +1In(2 + |2]) < O(In(2 + |2])).

Proposition 18 (Majoration du nombre de zéros de la fonction ().
Pour tout € > 0 et tg € R, il y a au plus O (In(2 + [to|)) zéros p de ¢ comptés avec leur multiplicité dans la
région {o + it,e <o < 1,|t —to| < 1}.

, . Ry 1
Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que € < =.
On peut supposer de plus que |tg| > 10 par exemple car si |tg| < 10, on a le résultat comme une fonction méromorphe
a un nombre fini de zéros dans un compact.

€

On considere alors le disque centré en 2 + it; de rayon 2 — 3 ou ty € [tg — 2,y + 2].

Par la formule de Jensen appliquée a ¢, on a :

1 .
In|C(2 + ity)] = / In |C(2+ ity + (2 - g) R S (W) 2)
0

2

Pour avoir le résultat, il suffit de montrer qu’il y a au plus O.(In(2 + |tg|)) zéros de ¢ dans le disque centré en
3e
2 + ity et de rayon 2 — - caron peut recouvrir la région {o +it,e < o < 1,|t —to| < 1} par un O.(1) de ce genre

de disques.
Pour cela, on cherche une majoration de 'intégrale et du terme In |((2 + it1)].

o On va d’abord s’intéresser a la majoration de In|((2 + it1)|.

1 1
* Par la proposition 17, on a : Vo > 1, ‘((0) — 1‘ < 1 autrement dit : Vo > 1,{(0) = —— + O(1).

o — o—1
1
En particulier : Vz € Q4,[¢(2)] < ((R(2)) = Rz =1 +0(1).
2) —
. . R 1 . . . i
* On cherche une majoration du méme type pour m : pour cela, on introduit la fonction de Mobius g : N* — R.
0 si n est divisible par un carré parfait différent de 1
Elle est définie par : pu(n) = 1 si n est produit d’'un nombre pair de premiers distincts

—1 si n est produit d’'un nombre impair de premiers distincts
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IR 1)
. On veut montrer que : Vz € Q1, — = K

() = o

1
- On remarque tout d’abord que Z a bien un sens car ¢ ne s’annule pas sur ;.

1

p(n) 1
B < ety —— Q.
)] e ; R converge sur )

De plus, la série est bien définie sur y car : Vn > 1,Vz € Oy, |—
n

-Ona:Vze fl +°°M(n) :fzﬂ(d).
7 n=1 n* n=1 n n=1 d|n n

Par ailleurs, si n > 1, on note P, ’ensemble des facteurs premiers de n et s,, le cardinal de P,,.

On a alors : Zu(d) = Z (-1)P-l = i(—l)]ﬂ{Dn C Pn,|Dn| =k} = i(—l)k (8]:> =0.

dln D, CPr k=0 k=0

+oo +oo +oo
On en déduit alors que : Vz € y, <Z 1Z> ( l@) = (1) = 1 autrement dit : Vz € Q, C(l ) _ Z M(n)
n z

n=1 n=1

. Par ce qui précede, on a : Vz € Qq, | —

Avec ces deux majorations, on obtient que : In|{(2 + it1)| = O(1) = O(In(2 + to)).

¢ On s’intéresse maintenant a la majoration de l'intégrale : pour cela on considére z sur le bord du disque.

On cherche a appliquer la proposition 17 : il faut donc vérifer qu’on a bien les hypotheses de la proposition.

Ona:2—%:|z—2—it1\22—%(z) d’oﬁ:%(z)zg.

. , € e _ ¢
Deplus:|z—1|2|1—|—zt1|—\z—2—zt1|2|t1|—2+§2|t0|—4—|—§2§car [to| > 10.
Ainsi, par la proposition 17, on a : In[{(z)]| < O(In(2 + |2])).

De plus : In(2 + |z]) = O (In(2 + |to])) car |z| < |z — 2 —ity| + |2+ it1]| < 4+ [t1] < 5+ [to]-

—2—it
En utilisant ces majorations dans la formule (2), on a alors : — Z In (“)2821'
T2

PEZ¢
[p—2—it1|<2—§

) < 0.(In(2 + [to]))-

On voit alors qu’on a au plus O, (In(2 + |tg])) zéros de ¢ dans le disque D(2 + it;,2 — ??TE) car 2 — s <2- %,

4 2
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Remarque. Comme ¢ n’a pas de zéros sur )1, on déduit de cette proposition qu’on a au plus O¢ - (In(2+ |to|)) zéros
de ¢ dans la région {0+ it,e <o < C, |t —tg| <1} oitg € Ret e,C > 0.

Proposition 19. Pour tout C,e > 0 et pour tout z =0 +it tel quet ER, e <o <C, z#1 et ((2)#0, on a:

¢'(2) 1 1
— = — E Oc (1 .
((2) peze © P T tte (n(2+[2])
l=—pl<5

Démonstration. ¢ On peut supposer sans perte de généralité que € < 2.

"(z 1
En effet, si € > 2, comme ¢ ne s’annule pas sur 2y, il reste & montrer que : _CC(< )) =1 + Oc,(In(2 + [t])).
z z—
X In(n)
On remarque grace au théoréme de dérivation sous le signe somme que : Vz € Qy, —¢'(2) = —.
n
n=1
En effet, on a :
1 . , In(n)
— [ 2+ — est une fonction holomorphe sur €y pour tout n > 1 et : Vz € {1y, f () =— —
n

— Soit K, un compact de ; : il existe 7 > 0 tel que : Vz € K, R(z) > 1+ 7.

In(n)

nZ

< In(n)

De plus,on a : Vz € K,VYn > 1, S i

In(n)
nltn

Comme 1 > 0, ( ) est le terme général d’une série convergente, positive et indépendante de z.
neN*

On en déduit qu’on peut dériver termes a termes la série qui définie ¢ sur ;.

De plus, en comparant série et intégrale, on a :

=X In(n) 1 In(2) <X In(n) +°° In(u)
Z ne  (o—1)2 +Z _/1

20 no u®
n=1

2] 2]
§1+/ n(u)du§1+/ (W) 4, < .
1 1

Vo > 1,
uc U

n=3

Ainsi : Vo > 1,—('(0) = ﬁ +O(1) et on a vu que : Vo > 1,((0) = % +0(1).
) 1 L | 1
oo > 1|48 - 5| < g |0 - e =m0~ )
+oo
Or , par comparaison série intégrale, on a : Vo > 1,((o) > / —du = et : Vo >1,{(0)>1
1 u o—
On en conclut donc que : Vo > 1, _¢o) S +O0(1).
(o) o1
- CE|_RRAm| _(RE) 1
Ainsi : Vz € Oy, |— )| ; ye CR() R =1 +0(1)




o "(2) 1 2
D’ou : Vz € Qy, ) _z—l‘ < §R(Z)_1+O(1)
Donc : Vz € Qq,R(2) > e = —CC/((;)) = i +0:(1) = i + O (In(2 + |t])).

© On considere f : z — (z — 1)((z) pour retirer le pole simple de ¢ en 1 : f est donc holomorphe sur € par
P @), 1
f(z)  Cz)  z-1

la proposition 3 et on voit facilement que pour tout z € Qp\{1},

On cherche donc maintenant a prouver que :

Ve=o+it,f(z) #0ete<o<CetteR= J;I((j)) = p;{ Zip+OC,E(1n(2—|—|t\)).

lz—pl<5

€
Pour cela, on considere le disque centré en 2 + it et de rayon 2 — 1 outeR.

* On veut appliquer la théoréme 16 a f : il faut donc vérifier les hypotheses du théoreme.

. f est une fonction holomorphe sur ce disque comme produit de fonctions holomorphes et ne s’annule pas identi-
quement dessus.

. On sait que : Vz € Q4\{1},

1 z
¢(=) = zl’ = §R|(l)'
Donc, pour z sur le bord de ce disque, on a par inégalité triangulaire :
|2llz — 1

R(z)

1

Par ailleurs : ——— =
1C(2 +t)|

lf(z)] <1+ < C.(2+ [t))* ot C. est une constante.
+
= p(n)

n2tit
n=1

<C(2) <2 ot s [f2+it)] > [C(2+it)] > %

Ainsi, pour tout z sur le bord du disque, on a : |f(2)| < Co(2 + [t|)*|f(2 + it)| ot C. est une constante.

!
Par le théoréme 16, ona: Vz € C, |z—(2+it)| < 2 — % et f(z) #0 = J;((Z)) = E L + 0.(In(C.(2 + [t)h)H)).
z P
pEZy

lp—2—it|<2—§

5
ol ¢1, ¢y sont tels que co(2 — f) =2 Lot c1(2— E) =2-

1 5 1 : ils vérifient bien 0 < ¢y < ¢1 < 1.

Wl M

Deplus:Vp€Z¢,|p—2—it|SZ—%:%S?R(/))SZL—get [S(p) —t] < 2.

<R(:) <4- S, [9(x) - < 1)
5(2) — t| < 2).

Par la proposition 18, on a au plus O (In(2+t|)) zéros de ¢ dans la région {z € C,

W m
wl ™

et au plus O (In(2 + |t — 1|)) zéros de ¢ dans la région {z € Q% <R(z) <4-— %, 1
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Ainsi, on a au plus O.(In(2 + |¢|)) zéros de ¢ dans la région {z € C, % <R(z) <4- §,| (2) —t| <2}
Donc : Z ! < Z 2 < O (In(2 + |t|)) autrement dit : Z LI O (In(2 + [¢]))-
z—p| I zZ—p
pPEZ; pPEZ; pPEZ¢
lp—2—it|<2— % lp—2—it|<2—% lp—2—it|<2—5
lp—z>5 lp—z|>5 lp—z[>3

)
De plus, pour z tel que |z — 2 — it §2—§etptelque|p—z| < %,ona:|p—2—it| <lp—z|+|z—2—it §2—§.

o . . 5e 1'(z) 1
Ainsi :Vz =0 +it, |z —2—it]| <2— — et f(2) 0= = Z —— 4+ O0.(In(2 + [¢])).
6 fe) =g 2
¢
[z—p|<5

5
x Soit z = o + it tel que |z—2—it|>2—§ets§a§€.

. , 3
Comme ¢ ne s’annule pas sur 4, il n’y a pas de zéros dans D(z, =).

2
. € oe oe
Eneffet,smtptelque|p—z|§§:comme%(z)>eet|a—2|>2—€ on a : a>4—€
Ainsiﬁ]‘ﬁ()>a—§>47§fE é>1cars<2
=0T =T T 273
')
On veut alors montrer que : o) - O¢,c(In(2 + [t])).
z
! 1 2 5 5C
Deplus:‘—CC((ZZ))—Z_l‘gg_l—l—O(l)SOc()cara>1parcequ1precedeeta>4—g>4—6
fz) ¢, 1
Donc : = + =0c¢(1) = O¢,c(In(2 + [t])).
) = S8 = 00(1) = 0. lin(2+ 1)

Corollaire 20. Pour tout C,e > 0 et pour tout tg € R, on a :

[T

Démonstration. Pour démontrer ce corollaire, on va appliquer la proposition précedente.

¢'(o +it)
C(o+it)

‘ dtdo < O..c(In(2 + [to])).

On a alors pour tout z =c + it tel que [t —tg| <1, e <o <C,z#1et ((2)#0:

¢'(2) 1 1
— = _ Oc.c(In .
60 =7 2 Tt tOeem@ i)
lz=pl<3

On remarque que (x,y) — est localement intégrable sur R2.

En effet, il suffit de montrer que cette fonction est localement intégrable sur un voisinage V' = X x Y de 0.
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Ona: [ it //mxdz’f(/ N )(/ﬁ ><+°°'

.. . 1 1 I
Ainsi, on voit que le terme en ﬁ et ceux de la somme en ﬁ ont une contribution en OEA(;(l) pour
z— zZ—p ’
I'intégrale considérée dans ce corollaire.

De plus, par la proposition 18, on a au plus O.(In(2 + |tg])) zéros p comme dans la somme car :
Ve=o+it,t€fto—1,tg+1lete <o <C,Vpe Z|z—pl g%:%g%@)gc#%m |S(p) — tol §1—|—%.

Par ailleurs, comme le nombre de zéros d’une fonction méromorphe est fini dans un compact, on peut utiliser
la majoration précédente dans l'intégrale sur [e, C| x [tg — 1,to + 1].

to+1
Ainsi : / /
t

Théoréme 21 (Formule explicite de la fonction de von Mangoldt tronquée).

a+zt

to+1
U+t ‘dtd </ / O..c(In(2 + [t]))dtdo = O..c(In(2 + [to])) car [¢] < [to] + 1.
to

Pourtout0<e <1, T>2etx>T,0na:

YAm)y=a- Y %+o€($eln2(:ﬁ))+0€(%1112(;@)).

n<x pPEZ;
R(p)>e
[S(p)|<T

Démonstration. On fixe 0 <e<1,T>2etax>1T.

3| A sl
+ T
¢ On suppose par I'absurde que pour tout 7" € [T, T + 1], pour tout C. > 0, on a : / Clo+iT) do > C.In(T).

: Clo£iT")
T+1 (0 + it) T+1
On a alors : ’ dodt > / C.In(T)dt = C.In(T).
o=x 'Lt T
On obtient alors une contradiction avec le corollaire précédent.
3| A1 sl
+4T
Il existe donc T" € [T, T + 1] tel que :/Z CC((Z:I:;T’)) do < O.(In(T)).
1 1+ﬁ+iT' C/(Z) o
La formule (1) donne, comme 7" > T, que : Aln) = — — —dz+ 0 (—ln zT ) 3
(1) > An) 2t e ) 2 (2T) (3)

n<x Tn(2)
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NEHT fpd g5
——1 " nx)
- Pour trouver une majoration de l'intégrale, on veut appliquer le
! ¥4
* o théoreme des résidus a la fonction z — _CC(( )) — et au contour R,/
z) z
suivant.
A if;l‘——x,T'
bn(x)

On cherche donc &’ qui évite les pdles de cette fonction sur [¢' — iT”,&’ 4+ iT’] et tel qu’'on ait un bon controéle
de l'intrégale sur cet intervalle.

i 7] -1 n+1 - —1
t U+lt + / — it o—it
On a: // U+Z — | dtdo = Z // (o z)x — | dtdo
o | Clo+it) o+it (o —it) o—it
LTJ 1 +1 ¢ . otit o+t
0—|—2t)1: "o +1it)
dtd, dtd,
+ Z // Clo+it) o+t ot a—i—zt o+ it 7
— gt o—1it t o’+zt
+// lo-it)z dtda+// (o4 27 iy
¢ Ji C(o—it) o —it /| C(o+it) o+it
LTJ J—l—zt
<zt [2 - dtd
<ot (o 2o 2) [ St aar
2 L") 4 t)
<af <2++/ du)/ / (o +i ’dtda
g T 0'+t

< O(2fIn*(24 1)) par le corollaire précédent
< Oc(a*(In*(T)).

T’ <(5+lt) e’ it

€12
C(e+it) & +it dt < O.(z° In”(T)).

. - oo €
De méme que précédemment, il existe £’ € [5, g] tel que : /
7T/

Comme une fonction méromorphe a un nombre fini de zéros dans un compact, quitte & réduire ce €', on peut

Y, o RSV EYe T2 R A C/(Z)xz
supposer que [¢' — T, &' + iT"] évite les poles de z — ) —.
Z) z
. ¢'(z) x* S - R
On remarque que la fonction z +— 02 — sur {29 a un pole simple en 1 de résidu x et a des podles en chaque
Z) z

:rp
zéro p (compté avec multiplicité) de ¢ de résidu —— et ce sont les seuls poles sur .
p
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Par le théoreme des résidus, on a :

p 1 1+ﬁ+iT’ /! z 1 e +iT’ ! z
. 3 o _ 1 @z, 1 {2z
peZe P 2um R C(2) =z 2um Lt gty +4T7 C(2) =
&' <R(p) <+ 1tey
[S(p)I<T” (4)
1T ¢'(z) x* 1 me T ¢'(2) x* d

- - — - - —az.

217( e/ +iT’ C(Z) z 2271' el —iT! C(Z) 4

On remarque qu'on peut en fait indexer la somme précédente sur {p € Z,&' < R(p) et [S(p)| < T’} car ¢
n’a pas de zéros sur 2.

1 1
* Il reste donc & majorer les intégrales sur : [1 + —— + 41", &' +iT"], [ +iT",e —iT"] et [ —iT", 1+ —— —iT"].
In(x) In(x)

& il 1 2) 22 Wanm [ tms | T’
. On a par définition de 7" : / G LR i / ClotiT)| 4 < o, (5 m(D))
iy i1 C(2) 2 T e C(o +iT") T
e’ +iT’! / z
Ainsi : / L@, o, (5 ln2(:l:T)).
It by +4T ((2) =z T
1+1n(%)—iT’ / z
. De méme, par définition de T”, on a : / < (2) s = O, (E ln2(xT)).
el —iT"’ C(Z) z T
e’ —iT’ / z
. De plus, par définition de ¢, on a : / < (2) Sl Oc(z° lnz(T))
e/ +iT’ C('Z) <
p 1+ﬁ+iT’ / z
Ainsi, par (4), on a: z + Z - / AC) T+ O, (E ln2(xT)) + O (2 In*(T)). (5)
P ot G(2) 2 T
pPEZ: n(z)
e’ <R(p)
1S()|<T”
P xf
o Il reste a majorer Z — et Z — | pour avoir le résultat.
pEZ; p pPEZ:
e'<R(p) e'<R(p)<e
T<|S(p)|<T’ IS(p)|<T”

* Par la proposition 18, on a au plus O.(In(2 + T')) zéro p de ¢ dans la région
- !/ € /
{o+it,o>¢ zﬁetTg\ﬂgT <T+1}.

P
Ainsi, comme les zéros de ¢ ont une partie réelle d’au plus 1, on a : Z < %OE/ (In(2+ 1)) =0, (% ln2(xT)).
pEZ P
e<R(p)
T<I3(p)|<T”
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(7] -1

PSR

|7")

=2 2

P

*On a: Z

zp‘g 3

pPEZ¢ p PEZ¢ pPEZ¢ = pPEZ; p
&' <R(p)<e e’ <R(p)<e e/ <R(p)<e e’ <R(p)<e
[S(p)I<T” LT’ J<IS(p)IST” k<[S(p)|<k+1 IS (p)—kI<1

Par la proposition 17, par comparaison série intégrale et comme 7" € [T, T + 1] et &’ € [g, ¢], on a alors :
LT’ s € [T'] 1
> Z c(In(2+ k) + —0:(1) < / —du | O.(2° In(T)) + O.(1) < O.(z° In*(T)).
PEZ; 1

u
k=
e’ <R(p)<
|\Y(P)|<T/

En réinjectant toutes ces majorations dans (3) et en utilisant (5), on obtient alors le résultat.

Remarque. On considére 0 < ¢’ <e<1,T>2etx>T + 1.

p ’
Le théoréme précédent donne alors : Z Aln)=x — Z 4 O (z° n*(T)) + O (% ln2(:rT)).
n<z pPEZ:

R(p)>e’
[S(p) ST

En utilisant, la proposition 17 comme la démonstration précédente, on en déduit qu’on a plus précisément :
P x

Z A(n) BN Z — + Og, (1-8 IDZ(T)) + Oa’ (T IHQ(.’ET)) .

n<x pPEZ: p

R(p)>e
[S(p)I<T

b) Majoration standard de la fonction v

La formule explicite de la fonction de von Mangoldt tronquée permet de montrer le corollaire suivant, ce qui
va nous donner la majoration standard de 1 .

Corollaire 22. Soit 0 < 6 < T>2etax>T.

1
2 )
On suppose qu’il n’y a pas de zéros de ¢ dans la région {z € C,1 — 6 < R(z) <1 et [S(2)| < T}.

On a alors : .
Z A(n) =z + 0" 2 In*(T)) + O (T lnz(xT)>.
n<lx
Démonstration. On obtient le résultat en appliquant le théoréme précédent a e =1—46 € [5, 1.

De plus, la remarque précédente jusitifie pourquoi les constantes de dépendent plus de €.

Pour pouvoir utiliser ce corollaire, il faut tout d’abord exhiber une région ou ¢ ne s’annule pas
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Proposition 23 (Région classique sans zéro de ().

Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que ¢ n'a pas de zéro dans la région {5+ it,f > 1 — m}
n

Démonstration. Pour montrer cette proposition, on va raisonner par ’absurde.

On considere ¢ > 0, que I'on choisira plus tard : il existe alors t € Ret > 1 — tel que ¢(B +it) = 0.

¢
In(2 + [¢])

Comme ¢ a un pole simple en 1, il n’y a pas de zéros de ¢ dans un voisinage de 1 : on a alors |t| > 1 si ¢ est
choisi suffisamment petit et on peut supposer que S > 0 en choisissant ¢ suffisamment petit.

On sait que : V0 € R, 1 — cos(26) = 2(1 — cos?(0)) = —2(1 + cos(0))? + 4(1 + cos(6)) < 4(1 + cos(6)).
Autrement dit : V0 € R, 3 + 4 cos(0) + cos(20) > 0 et en particulier : Vn € N*,3 + 4R(n~%) + R(n=2%) > 0.

En multipliant I'inégalité précédente par A(n)n~? pour tout n > 1 et o > 1 et en sommant, on obtient alors :

LG(0) Jle+it)\ ¢ (o + 2it)
o> L8 ) 4%(<<a+z't>> g%(<<o+2it>)>0' ©)

On cherche alors a majorer ces trois termes.

. ¢'(o + 2it) 1 1
Par 1 tion 19, Vl<o<2 -2 o : : O(In(2 + |2t
¢ Par la proposition on a o Clo + 2it) p; 0+22t—p+0+22t—1+ (In(2 + |2t]))
¢
lo+2it—p|< 3
1
=~ Y ————+O0mE+t]) carlt|>1
ey o+2it—p
lo+2it—p|< %

Comme les zéros p de ¢ ont une partie réelle d’au plus 1, on a :

1 o—R(p) o—1
VpeZ,V1i<o<2,R - = - - >0
P 7 <U+21t—p) |o + 2it — p|2 ~ |o + 2it — p|?

o (' (o + 2it)
A 1 V1 2,— -2 ) < O(n(2 +|t])).
insi:V1<o<2, @R((C(HM) < O(n(2+ |1])
! it 1
o De méme, par la proposition 19, ona:V 1< o <2, _W =— pGEZ - + O(In(2 + |¢])).
¢
lo+it—p|<

N

CET — 4+ 0(In(2 + |t])).

(j’(a—i—it)) 1
ot ) S 03

. 1 .
* Pour 1 <o <2;si|o—p| < 7 comme précédemment, on a : —R <

1
*Pour1<0<2,si|075|21,0na:7:0(1).
o
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('(o+it) 1 N
) < e +O(In(2 + [¢])).

Ainsi comme précédemment, on a : —R -
(o + it

’ .
On en déduit donc que : V1 <o <2, —R (C(UW)

< L o(n(2+ t)).

C(o +1it) B
!
1
< On a vu que pour tout o > 1, —C (o) = +O(1).
(lo) o-1
‘o . . 3 4
En réinjectant ces majorations dans (6), on obtient : V 1 < 0 < 2, o 5 > —O(In(2 + |t])).
_ o —

On considere 0 = 1 +4(1 — 3) : ¢ > 1 comme ¢ n’a pas de zéros sur ; et ¢ < 2 si ¢ est choisi suffisam-
ment petit.

3 4 1 1
P i préced l-—=)——>-0(n(2+|t])) don In(2 + |t
ar ce qui précede, on a (4 5) - (In(2 + [t])) d’onr ﬁ O(In(2 + [t])).
En choisissant ¢ suffisamment petit, on aboutit alors a une contradiction puisque g < 1 — @%“D

Corollaire 24 (Majoration standard de ).

1l existe une constante absolue ¢ > 0 telle que pour tout x > 3, on ait :

Z A(n) =z + O(z exp(—cy/In(x))).

n<x

Démonstration. Par la proposition précédente, il existe ¢y > 0 tel que  n’a pas de zéros dans la région

. Co

On va appliquer le corollaire 22 avec 2 < T = 2exp(ci4/In(x)) et § =

C1 N ..
ou c¢; est choisi suffisamment
VIn(z)

petit pour que {z € C,1 — 6 < R(z) <1 et |I(z)| < T} ne contienne aucun zéro de ¢ et tel que T < z et § <

N | =

On a alors : ¥(z) =z + O (xl_\/i‘lﬁ In? (2 exp(cyy/In(z )))) +0 (J: exp(—c1y/In 2(2z exp(c ln(x))))

(7)
=z+0 (x In(x) exp(—cy 1n(w))> +0 (m In?(z) exp(— In(x )

Or, on remarque que pour a > 0, In*(z) exp(—a/In(z)) = 0.
Tr—r+00

1l exsite donc ¢ < ¢; tel que In*(z) exp(—c1/In(z)) = O (exp(—c ln(x)))

De plus : In(z) exp(—c14/In(z)) = O <ln2(x) exp(—cy \/@D =0 (exp(—c ln(x))>

On réinjectant ces majorations dans I’égalité (7), on obtient le résultat voulu. O
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IV. Conjecture de Riemann

Dans cette partie, on va s’intéresser a un énoncé équivalent & la conjecture de Riemann : il s’agit d’une majoration
plus fine de l'erreur dans le théoréme des nombres premiers. Comme dans la partie précédente, on va s’intéresser a
une majoration plus fine pour 1 car cela revient a avoir une majoration de l’erreur plus fine de la fonction ¢.

Conjecture (Conjecture de Riemann).

Tous les zéros non triviauz de ¢, autrement dit tous les zéros de ¢ se trouvant dans la bande {z € C,0 < R(z) < 1},

1
se trouwvent sur la droite {z € C,R(z) = 5}

On va tout d’abord s’intéresser a I’équation fonctionnelle vérifiée par ¢ qui va dire que les zéros non trivaux de ¢

sont symétriques par rapport a la droite {z € C, R(z) = 5} Pour cela, on va s’appuyer sur [4].
1- Résultats préliminaires

Avant de pouvoir établir I’équation fonctionnelle que vérifie la fonction ¢, on doit introduire des fonctions in-
termédiaires et donner quelques propriétés sur ces dernieres.

On va commencer par énoncer une proposition qui nous sera utile dans la suite et dont la démonstration sera
faite en annexe.

Proposition 25 (Formule sommatoire de Poisson).
Soit F € LY(R) N C°(R) telle que : x3IM > 0,3a > 1,Vx € R, |F(z)| < M (1 + |z])~%;
* Z |F(n)| < 4o0.

ne”zZ

On a alors :

> F(n)=Y_ F(n).

nez nez
Définition 26. On intrduit la fonction 0 : t — Z e~ définie pour ¢t > 0.
ne”z

1
Remarque. On remarque que cette série est bien définie car pour tout ¢ > 0, et = 0] <2) et de plus
n—-+o00 n

<2> est le terme générale d’une série convergente, positive et indépendante de t.
n
nez*
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Proposition 27 (Propriétés de la fonction ).

1 1
1. 6 satisfait I’équation fonctionnelle : ¥Vt > 0,0(t) = —6 (>

2. Il eziste C > 0 tel que : V¢t > 1,0(t) — 1 < Ce™?.

3. Il existe C > 0 tel que : Y0 < t < 1,0(t) < g

<

Démonstration. (1) On pose Fy : x — g=ma’t pour t > 0.

Il suffit d’appliquer la formule sommatoire de Poisson pour avoir le résultat : pour cela il faut vérifier les hy-
potheses de la propostion 25.

o Pour tout t >0, on a: F; € LY((R)) N C°(R).

1
o Pour tout ¢ > 0, on a : Fy(x) T O((1+||)2)
xz—+oo x

Il existe donc M > 0 tel que : Vo € R,Vt > 0, |Fy(x)| < M(1 + |x|)~2.

, . _ 2 _ 2
o Comme la transformée de Fourier de  — e~ ™ est & s e ™6 .

~ 1 2 1
On a donc par changement de variable : V¢ > 0,Vx € R, Fy(z) = —e¢ "t = —F1(x).
p g +(2) i ik (z)
Comme on a vu que 6 est bien définie pour tout ¢ > 0, on a : Z |Fy(n)| < oo pour tout ¢ > 0.
nez
Les hypotheses de la proposition 25 étant bien vérifiée, on a le résultat.
= 2, = " 2e~ ™ 2e~t
_ —7n —mnt __
(2) Vt>1,0(t)—1=2) e <2 e =T Sy art>l
n=1 n=1
En posant C = —— on a le résultat.
1l—eT
1 1 (1 1 2T 1 [ 2™
BVt el01,->1=0t)=—0(-)<—(1+ ) <— (=5 .
t \ﬁ t \/f 1—e % t\1—e7
~ 27 ,
En posant C = , on a le résultat.
l1—eT

+oo
Définition 28. On définit la fonction Gamma sur Qg par I' : z — / t*~tetat.
0
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Proposition 29 (Propriétés de la fonction Gamma).

1. T est une fonction holomorphe sur Q.

2. T' s’étend comme une fonction méromorphe sur C qui ne s’annule pas sur C et dont l’ensemble des pdles est
{—n,n € N}.

OS]

3. Vze C\Z_,T(z) NG

Remarque. Ces propriétés de la fonction Gamma, ayant été démontrées dans le cours de fonctions holomorphes du
premier semestre de M1, ne vont pas étre redémontrées ici.

“+o0 Uafl T
Lemme 30. Y0 < a <1, / dv = — .
o 14w sin(wa)

Démonstration.

va—l
o L’intégrale est bien définie car : * ~ %7 et v 02! est intégrable en 0 car a — 1 > —1 ;

14+ v v—>0

vt a—2 ) ‘L

* ~ et v +— v® 7 est intégrable en +o0o car a — 2 < —1.

1+ v vot+oo

R+ T TR DT . ;s - N .

‘MT ; IR S On va appliquer le théoreme des résidus a la fonction

| az
i | f:z— Tre qui est une fonction méromorphe dont

e
i[ T lensemble des poles est {im + 2ikm, k € Z}, et au contour

-R o|” R T suivant pour R > 0
1 e(lZ .
Ona:— dz = Res(im, f) = lim (z —im) f(2) = —e"".

2w Jp, 1+ €7 z—im

R 0T +oo 0T
* dr — dr.
_pl4+e* Rotoo J_ 14€*
—R+2im az R a(—x+2im) R azr +oo ax
e e ) e ) e
* dz = — 72,dx = —¢2iam dz — —e?om dx
Ry2ir 1+ €* _p 14 e ztm _pl+e* Ro+oo oo L€

R+2im eaz aR
dz
/R 1+e?

6a(RJrit)

1+ eR+it <2 pour R assez grand.

- T el 1

< 2w sup
te[0,27]

*
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et RA-2im 0%
Or: 2mr— ~ 2mel@DE 0 don: dz — 0.
et —1 R—+4o0 R—+o00 R 1+ e? R—+00

—R 47
* De méme : dz — 0.
_Rioix 1+ €7 R—+00

+oo axr iam

En passant a la limite quand R tend vers 400, on a alors : / ¢ dr = 2im— = — LI
oo 1te” eXer —1  gin(ma)
O
T
P ition 31. Vz € C\Z,T(2)[(1 — 2) = —
roposition z \Z,T(2)I'(1 - 2) Sn(m2)

Démonstration. 11 suffit de montrer que le résultat est vrai pour 0 < & < 1 car par prolongement analytique, on
aura le résultat sur C\Z.

On consideére un parametre ¢ > 0 et on fixe z €]0, 1].

“+o0 +oo
On remarque tout d’abord que : T'(1 — z) = / e “uTdu = t/ e " (tv) " dw.
0 v Jo

+oo +o00
Ainsi : T'(1 — 2)T'(z) = / e " (/ e_”t(vt)_‘”dv) dt
0 0

+oo +oo
= / v </ et(”+1)dt> dv par Fubini-Lebesgues
0 0

+oo -z
= / Y dv
0 v+1

= par le lemme précédent

2- Equation fonctionnelle de (

Grace aux résultats montrés précédemment, on va pouvoir établir I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonc-
tion (.

O(u) —

Théoréme 32. On définit © : u — sur RY..

On a pour tout z € 2y :
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Démonstration. ¢ Par la proposition 27, on voit que 'intégrale est bien définie.

+oo 400 +o00
oOna:Vze Ql,/ ué”@(u)du - / Zugfleqn%du'
0 0

n=1

M_ _
du = E / 1 wn? udu
+oo
R(z) —n2
:/ w2 12 e ™ udu
0 n=1

+oo
</
0

Par la proposition 27, on en déduit que la somme considérée converge bien : on peut donc inverser somme et
intégrale.

On a: VN>1Z/ —mn’u

_ 2
e ™ Ydu.

40 400 +00
1 z oz N
Onaalors:Vz € Ql,/ u)du = g / —mniu gy, =, g ;/ n2tz le7ldt =77 3T (g) ¢(2).
0 = n—1 0

z Z
Définition 33. On définit la fonction Xi sur € par € : 2+ 7~ 5T (5) ¢(2).
Remarque. Cette fonction est holomorphe sur €2; comme produit de fonctions holomorphes.

Théoréme 34 (Prolongement méromorphe de §).
& posséde un prolongement méromorphe sur C, qui n’a que deux pdles simples en 0 et en 1.

De plus, £ vérifie I'équation fonctionnelle suivante : Vz € C\{0,1},£(2) = £(1 — 2).

1 1 o :
Démonstration. ¢ On va commencer par montrer que : Vz € Qy,&(z) = -—+ / (v_f_% + U§_1> O(v)dv.
1

Comme pour tout u > 0, 6(u) = %9 (1>, ona:Vu>0,0(u)= %6 <1> + ! 1
u \u m u

“+o0 1 “+o00
De plus, par la proposition précédente, on a : Vz € Q1,£(z) = / u? 1O (u)du = / u? 'O (u)du + / u? 'O (u)du.
0 0 1
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O Vz e /1 2 1@( )d = /1 31 —O - +—=—=)d
T 2 2
z 1, u ujauw u \/» U

1,z 1
]. ]. Z Z
= Y 6 > du+f/ (UE*% —u§’1> du
0 Vuu U 2 Jo

1 1 v 1
On a donc : Vz € Q1,£(2) = poa —|—/ (U_5_5 —&-v?_l) O(v)dv.
- 1

o Il reste a montrer que 'intégrale de droite est une fonction entiere et que I’équation fonctionnelle est bien vérifiée.
* Comme © décroit exponentiellement & l'infini d’apres la proposition 27, par le théoreme de dérivation sous
le signe intégral, on en déduit que l'intégrale est bien une fonction entiere : £ se prolonge donc en une fonction

méromorphe sur C et ses seuls poles sont simples et sont en 0 et en 1.

x De plus grace a 1’égalité précédente, on voit facilement que £ vérifie bien cette équation fonctionnelle.

O
Théoréme 35 (Prolongement méromorphe de ().
¢ possede un prolongement méromorphe sur C avec un unique pdle simple en 1.
De plus, ¢ satisfait Iéquation fonctionnelle suivante : ¥z € C\{0,1},¢(z) = 2*°7* *sin (gz) I'(1—2)¢(1—2).
Démonstration. o Le théoreme précédent donne directement le prolongement méromorphe de ¢ sur C.
Il est donné par : ((z) =72 5(2;)
: r'(3)
Or,g:z+— m est une fonction entiére et I’ensemble de ses zéros est {—2n,n € N} et ils sont tous simples.
2
Le pole simple de £ en 0 est donc annulé par le zéro simple de g : il ne reste donc qu’un pdle simple en 1.
. \ 30 (557
o On sait que : Vz € C\{0,1},&(2) = &(1 — 2z) dou: Vz € C\{0,1},((2) = n*~ 2 W((l —z).
2
1-— NG
Or, par la proposition 29, on a : Vz € C\Z_,T 2 = 77%2Z(7Z).
2 r(1-2)
Ainsi, par la proposition 31, on a :
I'(1-2) ™
Vz e C\{0,1},¢(2) = 172 ———— 2 __¢(1—2) = 2°n" Lsin (72> T(1 - 2)¢(1 - 2). O
r(1-3)r(3) 2
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Conséquence. Comme sur la bande {z € C,0 < R(z) < 1}, z + sin (gz) et z — ['(1 — 2) ne s’annulent pas, on en

1
déduit que les zéros non triviaux de ¢ sont symétriques par rapport a la droite {z € C,R(z) = 5}

3- Enoncé équivalent a la conjecture de Riemann

On remarque qu’avec ce qui précede que la conjecture de Riemann est équivalente a :

»

”les zéros de ( ont une partie réelle d’au plus 5"

Théoréme 36 (Enoncés équivalents & la conjecture de Riemann).

Les énoncés suivants sont équivalents :

1. E;A(n) = a+0 (x%+o<1>) :

2. Vx > 2, ZA(n) = l'-f—O(\/%]nz(x)),

n<z

1
3. Les zéros p de ¢ ont une partie réelle d’au plus 3

Démonstration. Pour montrer ces équivalences, on va procéder de la sorte : (3) = (2) = (1) = (3).

© On suppose (3) et on veut montrer (2).

2
,x>2et2<T =-—=+/ <z, on obtient le résultat.

V2

N |

En appliquant le corollaire 22 pour § =

o On suppose (2) et on veut montrer (1).

(@)~ o] _ ()

$%+5 -

— 0 ce qui donne le résultat.

Soit € > 0, on a : Vx > 2,
xr€ x>+

© On suppose (1) et on veut montrer (3).
Soit € > 0 : il existe A > 1 et C. > 0 tels que : Va > A, |i(z) — 2| < Coazte,

On a vu que : ¥z € _e) /+OO ! ZA( Yo = ——— + /+001 ZA()— d
waue: Vs €, —pv =2 | oy mdr=———+z | n) —x | du.

n<z n<zx

!/
Il suffit de montrer que l'intégrale est holomorphe sur 2 1 pour avoir le résultat car dans ce cas Z s’étend en

une fonction holomorphe sur §2 1 \{1} et n’a donc pas d’autre pole que 1 sur §2 1
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Pour cela, on utilise le théoreme de dérivation sous le signe intégrale.

xr)—x
EEYN % est holomorphe sur 1 pour tout = > 1;
x

1
— Soit K, un compact de Q; : il existe § > 0 tel que pour tout z € K, R(z) > 3 +9.

Ce Ce
- x%(z)Jr%fe - xl—i—é—s'

(z) —
.I‘Z+1

*SixE[A—i—oo[,ona:VzeK,‘d)

€

On choisit e tel que § —e > 0: z — —55—c est intégrable sur [A, +00[, positive et indépendante de 2.
T

blw) - _

xz—i—l

P(A4) 1

xSixe[l,A,ona:VzeK, 27%%4— i

¥(4)

p2—3+6 =5+

Tz

Comme § > 0, x — 5 est intégrable sur [1, A[, positive et indépendante de z.

On a donc le résultat voulu.

O

Conséquence. Comme précédemment, si on a une majoration plus fine pour 1, on a une majoration plus fine pour 7.

En effet, on suppose qu'il existe C' > 0 tel que : Vo > 2, |[i(z) — x| < Cy/zIn*(z).

. e . . 2 Y(z) —x Cy) -t
En reprenant la fonction J définie dans la partie IIl, on a : Vx > 2, J(x) = Li(x) + + + dt
p p () (@) In(2) In(x) 9 tlnz(t)

Donc : Vz > 2,|J(z) — Li(z)| < IL—&—C’\/EIH(;U)—FC idt< 2

20 AV ln(2)+C\/ﬂfln(x)+20\f20(\/§1n(x)).

Or, on sait de plus que : Vo > 2,0 < J(z) —7w(z) < v In(z) =0 (Vzn(z)).
Donc : V& > 2, |7(z) — Li(z)| < |7(z) — J(x)| + |J(z) — Li(z)| = O (VzIn(z)).

Ainsi, on a bien : Va > 2, 7(z) = Li(z) + O (vz In(z)).
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Annexe 1- Démonstration du lemme 10

Dans cette annexe, on va démontrer le lemme 10, énoncé page 10 dont on rappelle I’énoncé ci-dessous :

+oo
Lemme. Soit f € L*°([0,4+00]) et F : z »—>/ e 2 f(t)dt.
0

On suppose que F, qui est holomorphe sur Qq, posséde un prolongement holomorphe sur un voisinage V de Q.

T T
On a alors : / f(®)dt converge quand T tend vers +oo et F(0) = TlirJrrl / f(t)dt.
0 —teJo

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que F(0) =0 : z — est donc holomorphe sur V.

F(z)
z
T
Soit T > 0, on définit Fr : z — / e 7 f(t)dt.
0
Par le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on montre que Fr est une fonction entiere.

En effet, on a :

— z 3 e ' f(t) est une fonction entiere pour ¢ €]0,77;
— Soit K, un compact de C : il existe M > 0 tel que pour tout z € K, |R(z)| < M.

On a:Vz € K,Vt €]0,T), e = ()] < | f]l. ™.

Comme ¢ — || f|l ., e est intégrable sur [0, T, positive et indépendante de z, Fr est bien une fonction entiere.

Soits>0,onﬁxeR>0telque:%<§.
7 ’RL(/“é):D
iR On introduit maintenant les ensembles suivants :
T —
LA B
7 R I', ={z€C,|z| = Ret R(z) > 0};
. ={z€C,|z]| = Ret R(z) <0};
) r=ryur_;
. S =[—iR,iR).
On peut maintenant appliquer le théoreme des résidus a ces
~ contours.
T
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Tz 2
¢ (1—1—;2>pourzeﬂ:*;
z

eTz 22
Fr(z)) . (1 + R2> pour z € V ;

eTz 2
(1 + ) pour z € V.
z

R2
2”1_/ H d2+%/ HT dz——/

On remarque que z — zHrp(z) est une fonction entiere.

On pose : Hy : z — Frp(z)

H:zw— (F(z) -

g:zm— F(2)

© On va tout d’abord montrer que : Fr(0

1

1
Par la formule de Cauchy, on a alors : Fr(0) = % / Hrp(z)dz ie. Fr(0) = % Hr(z)dz + f/ Hr(z)dz.
T Jry ™ Jr_

F
De plus, comme z — (2) est holomorphe sur V O I'y U S, on en déduit que g l’est aussi.
z
. Lo - .1 1
Ainsi, par le théoréeme des résidus, on a : g(z)dz = 0 autrement dit — g(z)dz + — g(z)dz =0.
r,us 2im Jr, 2im

Donc : Fp(0) = )dz — —

2; / (Hp(z) — dz+—/ Hr(z

1
27/”_ / H dZ + -_— HT( )dZ —_

2im s 9(z)dz.

o Il reste & montrer que chacune des intégrales tend vers 0 quand T tend vers +oco pour avoir le résultat.

1
* On a: H(z)dz| < —7wRsup |H(z)] et / Hrp(z)dz| < —WR sup |Hr(2)|.
r, 2 z€T 4 27/7'(' 2m zel_
: |[F(2) = Pr(z)|e™® ° QY L, 2
LOr: ¥z €Ty, |H(2)| = ‘ el < ([ 7 le ™22l |14 ]
- [flloo |2+ 2| _ 20flloe
Dou:Vzel'y,|H(z)| < ") | 72 ==
22 ’ ® TR(z) 2R
. De méme : Vz € T, |Hp(2)| = |Fr(z)|eT™®®) 1 + ? < / e R gy Il fll € (Z)T.
0
2eTHR(2) 2
Dot : vz € T, ()] < (7% 1) | . 2y = 2]
. /1l 1 / /1]
o < Bl o | — < Il
On a ainsi 57 /F+ H(2)dz| < R 5 | Hr(z)dz| < 7
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1 1 (% F(iy) 2
* Par ailleurs : — [ g(2)dz = — iﬂeﬁy 1- ¥ dy.
2w Jg 2im J_p 1y R2

F(i 2 F
On pose Gg : y — M (1 — y) ; Gg est intgrable sur [—R, R] car z — (2) est holomorphe sur S.
z

iy R?

] _
On a : % Sg(z)dz = mGRﬂ[—RvR](iT) Tt 0

Il existe donc T > 0 tel que pour tout T > Tp, <

w| M

1
— H
i /I‘+ (z)dz

2
Ainsi : VT > Ty, |Fr(0)] < ”%HOO + < < £ autrement dit : V T > Ty,

<e.
3 S €

/0 oy

“+oo
Ceci étant valable pour tout € > 0, on en déduit que f est intégrable sur [0, +oo[ et / f(t)dt =0 = F(0).
0
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Annexe 2- Démonstration de la formule de Jensen

Dans cette annexe, on va démontrer la formule de Jensen, énoncée par 25.

Démonstration. On peut supposer qu’aucun pole ou zéro de f se trouve sur le cercle C(z,r).

En effet, si le résultat est établi pour un tel r, comme le nombre de zéros et de pdles d’une fonction méromorphe est

fini dans un compact, on peut trouver une suite (rx)gen tel qu'il n’y ait aucun pole ou zéro sur C,, et ry k—> r’
—+00

pour n’importe quel 7’ > 0.
De plus, on peut aussi supposer sans perte de généraité que zg =0 et r = 1.

On peut de plus supposer sans perte de généralité qu’il n’y aucun zéro ou pole de f dans D;.

p—z

1—-pz’

En effet, on suppose que f a un zéro p dans D; : on considere alors la fonction B, : z —
On voit facilement que : Vz € C, |z2| =1 = |B,(2)| = 1.

De plus, B, est une fonction holomorphe sur D; qui a un zéro simple en p, qui vaut p en 0 et qui n’a pas d’autres
zéros sur D : elle vérifie donc la formule de Jensen.

Si on montre la formule pour Bi alors on a la formule pour f et Bi permet de retirer un zéro de f dans D;.
p Iz

On procede de méme pour enlever tous les zéros et les poles de f.

1
Avec toutes ces considérations, il reste maintenant & prouver que : In(|f(0)]) = / In | f(e*™)|dt.
0

!
Comme f n’a ni zéro ni pdle dans Dy, = est une fonction holomorphe sur D; et admet donc une primitive

qui est une détermination continue du logarithme que 1’on notera log dans la suite.

log(f) est donc une fonction holomorphe sur Dy : en appliquant la formule de la moyenne a cette fonction puis en
prenant la partie réelle, on obtient ainsi le résultat. O
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Annexe 3- Démonstration du théoréme 16

Dans cette annexe, on va démontrer le théoreme 16, énoncé page 25, dont on rappelle I’énoncé ci-dessous :

Théoréme.

Soit f, une fonction holomorphe sur un disque D(zg,7) ot 2o n'est pas un zéro de f et r > 0.

On suppose de plus que : x f n’est pas identiquement nulle sur D, ;
*3IM > 1,Vz € C(zo,7), |f(2)| < M|f(20)].

On fixe des constantes c1 et co telles que : 0 < co < ¢ < 1.

On a alors pour tout z € {w € C, |lw — zo| < car} tel que z ne soit pas un zéro de f :

f'(z) 1 <ln(M))

= —— 4+ 040 )

f(z) ng:f z—p + Oy, T
|p—z0|<cir

Avant de pouvoir démontrer ce théoreéme, il faut d’abord établir le lemme suivant.

Lemme 37.
Soit f, une fonction holomorphe sur D;.

On a pour tout z € Dy tel que |z| <1 :
2t
+z
2% Trt
/ f ' <6217rt _ Z) dt.

1+ 7“62"’”5) 1—7r2

Démonstration. On pose P,.(t) =R (

1—re2int ] — 1—2r cos(2mt) + 12’
Soit z = re?™ € Dy tel que r < 1 et 2 = - = —e%imd
T r

Comme f est analytique sur Cy, par la formule de Cauchy, on a : f(z) = S
1T Cy

1 f(w)

w—z

1

r

Thad 1 1 1 ! 2imt 24t 1
Amsuf(z):%/le(w) [wz — wé} dw:/o e*m f(e*) T —
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1 r _e2i7r(t+0)(1 _ ,'n2>
T oe2imt _ pe2iml - re2imt _ g2im6 - (622'71'15 _ T62i7r9)(7"62i7rt _ 621'770)

Or

_e2im(t0) (1 — 12)

redint _ 2in(t40) _ 22in(t+60) 4 podind
1—7?

1 —2rcos(2m(0 —t)) + 12’

! , 2im(6—t) 2irt
Donc : f(z) = / F(EX™)Po(0 — t)dt et YVt € [0,1], Po(6 —t) = R (Hre) . (e“)
0

1 — re2im(6-1t) e2imt _ 5
O
On peut donc maintenant démontrer le théoréme 16.
Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que zg =0 et r = 1.
f'(z) 1
On veut alors montrer que : Vz € Dy, |z| < ¢ = —— — —— = O¢y ., (In(M)). (8)
f(z) z=p ’
pEZy
[pl<er

Comme f est non identiquement nulle sur Dj, on remarque que le principe du maximum impose que f(0) # 0.

On peut donc réécrire ’hypothese sous la forme : Vz € C1,In|f(z)| < In|f(0)| + O(In(M)).

1
En appliquant la formule de Jensen & f, on a : In|f(z0)| = / In | f(e*™)|dt + Z In |p]
0

pEZy
[p<1

< Inf(z0) + OM(M)) + 3 In .

pEZy
[p<1

o N 1) N
Ainsi : peZZfl <|p|> O(In(M)). 9)
lpl<1

En particulier, comme ¢; < 1, on voit avec I’égalité précédente que le nombre de zéros p de f tel que |p| < ¢1
est en O, (In(M)).

¢ On peut de plus supposer sans perte de généralité que f n’a pas de zéro dans D;.

En effet, on suppose que f a un zéro p dans D, .

On considere la fonction B, définie comme la démonstration de la formule de Jensen et g = fB,,.

g est une fonction holomorphe sur D; comme produit de fonctions holomorphes et a un zéro de moins en p par
rapport a f.
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On voit facilement que : Vz € Dy, f(2) #0 = =L+ = + - .
WIS ) T B T e TEop ol
1 1 1 2
% On suppose que ¢1 < [p| <1:|p—=|=7—=—|p|=0¢ (In| = | ) car ~ — 2.
Pl Il o] In (3) o1
1 1 ‘P— l—‘ 1
De plus : Vz € Dy, |z| < cg = i - | < pl < O 09 (ln ())
2P 25T (ol = 12D (1 - 121) el
o 1 1 1
Ainsi : Vz € Dy, [2| <o = —— — ——5 = O¢y 0y <ln <>) = O¢, e, (In(M)) par (9).
A 7 | 7
1
Par ailleurs : Vz € Cq,In|g(2)| = 1n|f(2)| et In|g(0)| = 1n|f(0)| + In <|p|> =1In|f(0)] + Oy e, (In(M)) par (9).

Ainsi, g vérifie aussi les hypotheses du théoreme : on peut donc retirer les zéros de f dans la bande
{p € Zs,c1 < |p| <1} car cela n’affecte la partie gauche de (8) que d'un O, ., (In(M)).

% On suppose que |p| <¢; :Vz € Dy, |z] <co = < Og, e, (1).

Comme précédemment, g vérifie les hypotheéses du théoréme : comme le nombre de zéros p de f tel que |p| < ¢; est
en O, (In(M)), on peut donc retirer les zéros de f dans {p € Z, |p| < ¢1} car cela n’affecte la partie gauche de (8)
que d'un O, ¢, (In(M)).

© On peut de plus supposer dans perte de généralité que f(0) = 1.

On a alors par hypothese pour ¢ € [0, 1], In|f(e?™)| < O, ,(In(M)).

/
On veut montrer que : Vz € Dy, |z| < ¢ = '(z) = O, ¢, (In(M)).

f(2)

1
Par la formule de Jensen, on a : 0 = / In | f(e*™)|dt.
0

Comme pour tout ¢ € [0,1], |In|f(e*™)]| = 2max({ln|f(e%™)],0}) — In[ f(e%™)] < O, 0, (I(M)) — In| f(2™)],
1
on a: / |In | f(e2™)||dt < Oe, ., (In(M)).
0

!
De plus, comme f ne s’annule par sur D, = est holomorphe sur D; et admet donc une primitive qui est une

détermination continue du logarithme que I'on notera par la suite log.

En appliquant la proposition précédente & log(f), qui est holomorphe sur D;, puis en prenant la partie réelle,

X eQiTrt +Z
ona:Vze Dy, |z| <co=n|f(2)| = / In | f(e*™)|R <2t> dt.
0 et — z
eQiTrt +Z
e2imt _ o

1
Doit : Vz € Dy, 2| < e = |In|f(2)]| < / In |£(e27)| dt < Ou, o, (In(M)).
0
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Ainsi : Vz € {w € Dy, |w| < ca}, 1In|f(2)| = Oy e, (In(M)).

Si on considere les fonctions précédentes comme des fonctions & deux variables, on a pour ¢ € [0,1] :
o eZiﬂ't +x+i 262i7rt o e2i7rt + x4+ 2Z'e2i7rt

oxr eQzTrt —x — 1y (e2z7rt — 7 — zy)2 ay e2z7rt —x— 1y (eZZTrt —r— zy)2
Or, pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout z = z + iy € Dy tel que |z| < ¢, on a:

7T 9 62i7rt+x+' 2 27T
) 5 )| < g @ pour w € o

ow e2imt — g — gy

Ainsi, par le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale, on a :

0 ! gimtr; O et 4+ iy

De méme que précédemment, on peut montrer que pour tout z = = + iy € D; tel que |z| < cg, on a :

10 [1(2)] = ey (M) pour w e fa, )

Comme log(f) est une fonction holomorphe sur Dy, elle vérifie les équations de Cauchy-Riemann et on a alors
le résultat.
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Annexe 4- Démonstration de la formule sommatoire de
Poisson

Dans cette annexe, on va démontrer la formule sommatoire de Poisson, énoncée page 37.

Démonstration. On considere f : x +— Z F(z +n).
nezZ

¢ La série converge normalement sur tout compact de R.
En effet, soit A>0etz € [-A,Al,ona:VneZ|n|>2A=|z+n|>|n|—|z|>|n|—A4> |n|

Ainsi : Vo € [—A, A],¥n € Z, |n| > 24 = |F(z +n)| < (lﬂfnl)
+ lohya

M
Or: <(n|)> est le terme général d’une série convergente, positive et indépendante de x.
1+5)%
€z

On a donc bien convergence normale de la série sur tout compact de R.

o f est continue car F' l’est et que la série converge normalement sur tout compact de R.

De plus, on voit facilement que f est 1-périodique : on peut alors calculer ses coefficients de Fourier.

Ona:VmeZ cn(f / f(t)e 2mmigq = / Z F(t+mn)e 2™t

nez

On peut intervertir somme et intégrale car pour tout m € Z et pour tout t € [0,1], |e=27™™| = 1 et de plus
Z F(t+ n) converge normalement sur [0, 1].

n

On a alors : Ym € Z, ¢, (f Z/ t+n)e2mmit+n)g = Z/ Ye= 2T gy, — F(m).

nez

On a alors : Z len(f)] = Z |ﬁ(n)\ < 400 par hypothese.
nez nez

La série de Fourier associée a f converge donc absolument et comme cette derniere converge simplement vers
. _ 2271'77,r _ 217rnat
f,ona.Vxe[R,f(x)—g en(f E F(n .

nez nez

En appliquant ceci en 0, on a le résultat.
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